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В МОДЕЛИ ОЛИГОПОЛИИ КУРНО
Рассматривается модель олигополии с произвольным числом агентов,

рефлексирующих по Курно в условиях неполной информации, для клас-
сического случая линейных функций издержек и спроса. Агенты прини-
мают решения, основываясь на модели коллективного поведения. В ис-
следовании проблемы выявления условий сходимости к равновесию этой
модели акцент сделан на траектории суммы невязок действий всех аген-
тов. Получены агрегированные оценки динамики этой траектории, позво-
ляющие судить о движении к положению равновесия траектории каждого
из агентов.
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1. Введение

Научные направления, в рамках которых исследуются модели поведения
рациональных агентов в условиях неполной информации, существенное вни-
мание уделяют рынку олигополии. Теория игр стала первым научным мето-
дом анализа олигополии [1]. С обзором новейших достижений в теории игр
олигополии можно ознакомиться в [2].

Модели теории коллективного поведения дополняют модели теории игр
тем, что предоставляют возможность исследования динамики поведения ра-
циональных агентов при достаточно слабых предположениях об их информи-
рованности [3, 4]. Динамический процесс принятия агентом решений строит-
ся на основе рефлексивных размышлений о наилучшем собственном выборе,
с учетом наилучших откликов остальных конкурентов. Развитие динамики
направляется выбором агентов. Определяющим эффектом рефлексии явля-
ется достижение равновесия [4, 5].

Значительное число исследований моделей теории игр и коллективного
поведения на конкурентных рынках [6–16] и др. посвящено проблеме выяв-
ления условий существования равновесия, его единственности и сходимости
к нему траекторий агентов.
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Приняв ту или иную гипотезу о поведении агентов и их взаимодействии,
можно детально рассчитать траекторию каждого из них. Однако агрегиро-
ванное описание поведения системы в целом, не вдаваясь в подробное опи-
сание поведения каждого из агентов, представляется целесообразнее такого
метода по ряду обстоятельств. Так понятно, что активность отдельных аген-
тов в отдельные моменты времени не может оказывать сколько-нибудь замет-
ного влияния на сходимость траекторий. К тому же рост числа агентов на
рынке и их траекторий, времени на получение результата делают метод все
менее привлекательным. В ряде случаев об асимптотической сходимости рас-
считанных траекторий можно судить лишь через значительный промежуток
времени, в частности, когда процесс развивается неоднозначно или медлен-
но, и тенденция проявляется поздно. Интуитивно агрегированное описание
коллективного поведения системы агентов на значительных временных про-
межутках может быть не менее точным, чем детализированное.

2. Формальная постановка задачи исследования

В качестве базовой рассматривается модель олигополии Курно [1], кото-
рая состоит из n конкурирующих объемами выпуска однородной продукции
агентов. Считается, что спрос определен функцией вида (обратной функцией
спроса в зависимости от совокупного выпуска агентов):

p(Q) = a− bQ,(1)

где p(Q) – единая рыночная цена, Q =
∑

i∈N qi – совокупный выпуск n аген-
тов i ∈ N = {1, . . . , n}, qi – выпуск i-го агента, a и b – параметры. Пара-
метр a характеризует максимально возможную цену товара, при которой
объем спроса будет стремиться к нулю, а параметр b характеризует наклон
кривой спроса.

Полные издержки агентов имеют вид

φi(qi) = ciqi + di,(2)

где ci, di – предельные и постоянные издержки i-го агента соответственно.
Целевые функции агентов заданы выражением

Πi(p(Q), qi) = p(Q)qi − φi(qi) → max
qi

.(3)

Полагается, что весь выпуск реализуется, ограничения мощности и коали-
ции отсутствуют. Состояние рынка в момент времени t (t = 0, 1, 2, . . .) зада-
ется n-мерным вектором qt = (qt1, . . . , q

t
i , . . . , q

t
n).

Агенты считаются в совокупности конкурентоспособными на рынке Кур-
но, если для каждого агента выполняется ограничение на его предельные
издержки

ci <
a+

∑
j∈N\{i} cj
n

.(4)
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В этом случае каждый агент считается конкурентоспособным, а в мо-
дели олигополии Курно, как в игре в нормальной форме, равновесие q∗ =
= (q∗1, . . . , q∗i , . . . , q

∗
n) понимаемое как статическое равновесие Нэша [17], су-

ществует, единственно и q∗i > 0 ∀i ∈ N (см., например, [18]).
В условиях игровой неопределенности (о действиях, выбираемых конку-

рентным окружением) и неполного знания (о затратах, целевых функциях и
прочих атрибутах конкурентов) равновесие рынка, как правило, может быть
достигнуто не в результате однократного принятия агентами решений, а как
исход итерационного рефлексивного процесса [3, 4, 18–20].

Будем рассматривать рефлексивный дискретный процесс, когда смена со-
стояний рынка удовлетворяет аксиоме индикаторного поведения [4] – в каж-
дый момент (период, такт) времени (t+ 1) каждый агент наблюдает объемы
выпуска всех агентов, выбранные ими в предыдущий момент времени t и
корректирует свой выпуск, делая шаг в направлении текущего положения
цели xi(qt−i) согласно следующей итерационной процедуре:

qt+1
i = qti + γt+1

i (xi(q
t
−i)− qti), i ∈ N.(5)

Здесь γt+1
i ∈ [0, 1] – параметр, независимо выбираемый каждым i-м аген-

том, определяет величину его шага к текущему положению своей цели. Агент
может делать полный шаг, полагая γt+1

i = 1, тем самым выбирая свой наилуч-
ший ответ, «оставаться на месте», выбирая γt+1

i = 0, или делать «неполный
шаг», если γt+1

i ∈ (0, 1).
Текущее положение цели i-го агента xi(qt−i) – это такой его объем выпус-

ка, который максимизировал бы собственную целевую функцию при условии,
что в текущий момент времени остальные агенты выбрали бы те же объемы
выпуска, что и в предыдущий [4, 21]. Здесь qt−i = (qt1, . . . , q

t
i−1, q

t
i+1, . . . , q

t
n) –

обстановка i-го агента (вектор объемов выпуска всех агентов в момент вре-
мени t за исключением i-го агента). Известно, что (см., например, [10, 18])

xi(q
t
−i) =

hi −
∑
j �=i

qtj

2
=
hi −Qt−i

2
.(6)

Здесь:
hi =

a−ci
b – объем совершенно конкурентного рынка при ценообразовании

по предельным издержкам p(Q) = ci, называемый «совершенно конкурент-
ный объем фирмы i»;
Qt−i =

∑
j �=i

qtj – суммарный выпуск «окружением» i-го агента (i, j ∈ N).

Приведем вывод переменной xi(qt−i), чтобы показать ее соотношение с qti .
Используя (1)–(3) для t-го момента времени получаем

∂
∏t
i

∂qti
= a− bqti − bQt−i +

(
−b− b

∂Qt−i
∂qti

)
qti − ci = 0
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и

qti =
(a− ci)/b−Qt−i
2 + ∂Qt−i/∂q

t
i

.

По предположению Курно выпуск окружения агента не изменится, если он
изменит свой выпуск. Поэтому ∂Qt

−i

∂qti
= 0 и оптимальный выпуск агента qti

составит
(a−ci)/b−

∑
j∈N\{i} q

t
j

2 . Этот оптимальный выпуск будет являться теку-
щим положением цели агента xi(qt−i) в (6).

Для модели (5)–(6) под траекторией i-го агента понимается реализованная
по этой модели последовательность объемов выпуска q0i , q

1
i , . . . , q

t
i , . . . .

Проблеме выявления условий сходимости к равновесию траекторий аген-
тов, определяемых по (5)–(6), и ее модификациям в классической модели
олигополии Курно (1)–(4) посвящено значительное число работ [18–20, 22–26]
и др.

Особенность и новизна проведенного здесь исследования заключается в
разработке агрегированного описания поведения системы в целом, позволяю-
щего судить о движении к положению равновесия траектории каждого из
агентов.

Проводимое исследование предполагает последовательное решение сле-
дующих задач:

1) приведение моделей агентов к однородному виду (форме);
2) исследование влияния суммарных невязок на сходимость траекторий

агентов;
3) агрегированное описание преобразования (пересчета) суммарных невя-

зок при переходе из периода в период;
4) агрегированное описание динамики (оценка) суммарных невязок по со-

вокупности временных периодов;
5) формирование условий сходимости к равновесию траекторий агентов

с использованием агрегированной оценки динамики модели коллективного
поведения.

Интуитивно понятно, что агрегаты предпочтительнее формировать из од-
нородных элементов. В идеальном случае однородные агенты могут разли-
чаться лишь их выбором параметра γ. Исследуем возможность такого случая
для модели рынка (1)–(4) и процесса (5)–(6).

С этой задачи начнем следующий раздел.

3. Методы и результаты исследования

Пусть процесс (5)–(6) для модели (1)–(4) сходится при наборах параметров
шагов {γt+1

i } (i ∈ N ; t = 0, 1, 2, . . .) и предельных издержках агентов c =
= (c1, . . . , ci, . . . cn).

127



Будет ли при тех же параметрах шагов сходиться этот процесс, если ме-
няются предельные издержки агентов или параметры рынка?

С целью ответа на этот вопрос введем следующую замену переменных:

εti = q∗i − qti (i ∈ N ; t = 0, 1, 2, . . .).(7)

Здесь q∗i – равновесный, qti – текущий выпуск i-го агента.
Используя известные для равновесия Курно соотношения hi = Q∗ + q∗i ,

преобразуем (5)–(6). Имеем

q∗i − qt+1
i = q∗i − qti − γt+1

i

(
hi −Qt−i

2
− qti

)
=

= q∗i − qti − γt+1
i

(
Q∗ + q∗i −Qt−i

2
− qti

)
=

= q∗i − qti − γt+1
i

⎛⎜⎝
∑
j �=i

(q∗j − qtj) + 2q∗i

2
− qti

⎞⎟⎠ .

Окончательно

εt+1
i = εti + γt+1

i

⎛⎜⎝−

∑
j �=i

εtj

2
− εti

⎞⎟⎠ .(8)

Здесь, по аналогии с (1)–(6), текущее положение цели i-го агента равно(
−

∑
j �=i ε

t
j

2

)
, а (8) является моделью индикаторного поведения агента, если

его целевая функция имеет вид

Πi(ε) = −
⎛⎝∑
j∈N

εj

⎞⎠ εi → max
εi

.(9)

Здесь ε = (ε1, . . . , εi, . . . , εn).
Покажем это. По (9) для t-го момента времени находим оптимальные

невязки i-го агента. Имеем

∂
∏t
i

∂εti
= −εti −

∑
j∈N\{i}

εtj −

⎛⎜⎝1 +

∂
∑

j∈N\{i}
εtj

∂εti

⎞⎟⎠ εti.

Отсюда

εti = −
∑

j∈N\{i}
εtj

/⎛⎜⎝2 +

∂
∑

j∈N\{i}
εtj

∂εti

⎞⎟⎠ .
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По предположению Курно окружение агента не изменит свой выпуск, если он
сам сделает это. Очевидно, что это предположение относится и к невязкам.
Поэтому

∂
∑

j∈N\{i} ε
t
j

∂εti
= 0 и его положение цели (оптимальные невязки на

текущий момент времени) составит
(
−

∑
j∈N\{i} ε

t
j

2

)
.

Для модели (8) под траекторией i-го агента будем понимать реализован-
ную по этой модели последовательность невязок ε0i , ε

1
i , . . . , ε

t
i, . . . .

Cходимость (8) означает, что εti → ε∗i = 0 при t→ ∞.
Утв е ржд е ни е 1. Процесс индикаторного поведения (8) сходится то-

гда и только тогда, когда сходится процесс (5)–(6) для модели (1)–(4).
Доказательство этого утверждения приведено в Приложении.
Следующее утверждение показывает, что для сходимости траектории

невязок каждого из агентов достаточно сходимости траектории суммарных
невязок всех агентов.

Утв е ржд е ни е 2. Если
∑

j∈N ε
t
j → 0 при t→ ∞, то εtj → ε∗j = 0 ∀j ∈ N.

Доказательство этого утверждения, основанное на методе математической
индукции, приведено в Приложении.
Примечание. Из равенства

∑
j∈N ε

t
j = 0 по (8) следуют равенства |εt+1

j | =
= (1− γt+1

j /2)|εtj | и неравенства |εt+1
j | < |εtj | при γt+1

j �= 0 ∀j ∈ N, которые
указывают на то, что в этом случае траектории всех агентов в (t + 1)-м пе-
риоде будут ближе к положению равновесия, чем в t-м периоде.

Итоговый результат для модели (1)–(6), по сути являющийся следствием
утверждения 1, представлен в следующей теореме.

Те ор ем а 1. В линейной модели Курно (1)–(4) с конкурентоспособными
агентами параметры рынка a и b, параметры агентов ci и di не влияют на
условия на величины шагов {γti}t=1,2,..., обеспечивающие сходимость модели
индикаторного поведения (5)–(6).

Отметим преимущества в исследовании проблемы достижения равновесия
на основе модели (8):

– модель безразлична к параметрам рынка и затрат агентов (a, b, ci, di),
что дает возможность упростить исследование;

– агенты и их траектории различаются лишь выбором параметра γ и на-
чальными данными. При этом значение имеет только первое, так как инте-
ресуют условия сходимости при любых начальных данных;

– с точки зрения экономических ограничений могут предъявляться тре-
бования к неотрицательности текущих выпусков агентов в модели (5)–(6).
В модели (8) для подобных требований к невязкам нет оснований.

Перейдем к следующей задаче, которая, согласно утверждению 2, имеет
важное значение для сходимости траектории каждого из агентов. Обсудим
условия на параметры γ, при которых

∑
j∈N ε

t
j → 0.
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По (8) имеем, что
∑
j∈N

εt+1
j =

(
1− ∑

j∈N
γt+1
j /2

) ∑
j∈N

εt+1
j − ∑

j∈N
εtjγ

t+1
j /2.

При γt+1
j ≡ 1 ∀j ∈ N имеем

∑
j∈N

εt+1
j = (1− (1 + n)/2)

∑
j∈N

εt+1
j .

При γt+1
j ≡ 0 ∀j ∈ N будет, что

∑
j∈N

εt+1
j =

∑
j∈N

εtj .

Таким образом, если
∑

j∈N ε
t
j �= 0, то существует такое значение параметра

γ̃t+1, что ∑
j∈N

εt+1
j = (1− γ̃t+1(1 + n)/2)

∑
j∈N

εtj .(10)

При этом значение параметра γ̃t+1 определяется из соотношения

γ̃t+1 =

⎛⎝∑
j∈N

γt+1
j +

∑
j∈N

γt+1
j εtj/

∑
j∈N

εtj

⎞⎠ / (1 + n) .(11)

Здесь γ̃t+1 является средним арифметическим взвешенным набора пара-

метров {γt+1
j }j∈N с весами {ωtj}j∈N , т.е. γ̃t+1 =

∑
j∈N ωt

jγ
t+1
j

∑
j∈N ωt

j

и веса являются

вещественными числами вида ωti =
∑

j∈N ε
t
j + εti.

«Отрицательный» вклад агента в параметр γ̃t+1 возможен в тех случаях,
если знак его невязок не совпадает со знаком совокупных невязок всех аген-
тов

∑
j∈N ε

t
j = Q∗ −Qt.

Фиксируем некоторые периоды времени t0, τ и τ > t0. Далее, полагая,
что

∑
j∈N ε

t0
j �= 0 и γ̃t �= 2

1+n (случаи, когда γ̃t = 2
1+n и соответственно∑

j∈N ε
t
j = 0, учтены в примечании к утверждению 2), при t0 + 1 � t � τ

по (10) последовательно получаем

∑
j∈N

εt0+τj =
∑
j∈N

εt0j

τ∏
t=t0+1

(1− γ̃t(1 + n)/2).(12)

Введем обозначения:

T = {t0 + 1, . . . , τ}, T+ = {t ∈ T |1− γ̃t(1 + n)/2 > 0},
T− = {t ∈ T |1− γ̃t(1 + n)/2 < 0}.

В отдельные периоды из множества T+ могут иметь место два случая воз-
можных неравенств: 1 � 1−γ̃t(1+n)/2 (если γ̃t � 0) и 0 < γ̃t(1+n)/2 < 1 (если
0 < γ̃t < 2

1+n). Первый случай является «неблагоприятным», а второй «бла-
гоприятным» для сходимости процесса. Аналогично, в множестве T− также
возможны «благоприятные» периоды, когда −1 < 1− γ̃t(1 + n)/2 < 0 (если
2

1+n < γ̃t < 4
1+n), и «неблагоприятные» периоды, когда 1− γ̃t(1 + n)/2 < −1

(если 4
1+n � γ̃t).
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Используя неравенство Коши между средним арифметическим и средним
геометрическим, имеем:

∏
t∈T+

(1− γ̃t(1 + n)/2) �

⎡⎣ 1

t+

∑
t∈T+

(1− γ̃t(1 + n)/2)

⎤⎦t+ =
[
1− ¯̃γτ+(1 + n)/2

]t+ ,
∏
t∈T−

(γ̃t(1 + n)/2− 1) �

⎡⎣ 1

t−

∑
t∈T−

(γ̃t(1 + n)/2− 1)

⎤⎦t− =
[
¯̃γτ−(1 + n)/2− 1

]t− .
Здесь: ¯̃γτ+ = 1

t+

∑
t∈T+ γ̃

t, ¯̃γτ− = 1
t−

∑
t∈T− γ̃

t – средние значения взвешенного
параметра γ̃t по множествам T+ и T− соответственно; t+(t−) – число периодов
в множестве T+(T−), τ = t+ + t−.

Отсюда по (12) получаем, что∣∣∣∣∣∣
∑
j∈N

εt0+τj

∣∣∣∣∣∣ � [
1− ¯̃γτ+(1 + n)/2

]t+ ∣∣1− ¯̃γτ−(1 + n)/2
∣∣t− ∣∣∣∣∣∣

∑
j∈N

εt0j

∣∣∣∣∣∣ .(13)

Неравенство (13) и утверждение 2 позволяют сформулировать следующее
утверждение о сходимости процесса (8).

Утверждение 3. Модель (8) сходится к положению равновесия, если для
произвольного t0 и τ > t0 выражение

[
1− ¯̃γτ+(1 + n)/2

]t+ ∣∣1− ¯̃γτ−(1 + n)/2
∣∣t−

(τ = t+ + t−) стремится к нулю при τ → ∞.

Сл ед с т в и е 1. Если ∃t0 такое что 0 < ¯̃γτ+ и ¯̃γτ− < 4
n+1 ∀τ > t0, то мо-

дель (8) сходится к равновесию.

Поясним справедливость этого следствия. Если t∈T+, то всегда γ̃t< 2
1+n

и ¯̃γτ+<
2

1+n . Если t∈T−, то всегда γ̃t> 2
1+n и поэтому ¯̃γτ−>

2
1+n . Поэтому, что-

бы выполнялись неравенства
[
1− ¯̃γτ+(1 + n)/2

]
< 1 и

∣∣1− ¯̃γτ−(1 + n)/2
∣∣ < 1,

достаточно потребовать, чтобы 0 < ¯̃γτ+ и ¯̃γτ− < 4
1+n .

Также из утверждений 1 и 3 следует, что для тех наборов парамет-
ров {γti}, для осредненных оценок которых выполняются неравенства 0 < ¯̃γτ+
и ¯̃γτ− < 4

1+n , сходится модель (5)–(6).
Сл ед с т в и е 2. Пусть параметры γ̃t t = (1, 2, . . . , τ) – случайные вели-

чины, и ¯̃γτ = 1
τ

∑τ
t=1 γ̃

t по вероятности сходится к общему среднему ¯̃γ. Тогда
модель (8) по вероятности сходится к равновесию при τ → ∞, если ¯̃γ < 4

1+n .
Пример фрагмента численного расчета. Положим в модели (1)–(3) n = 4,

a = 100, b = 0,1, c = (20; 25; 20; 30), q0 = (250; 250; 100; 200). Постоянные из-
держки для всех агентов равны и составляют 500. По формуле hi =

a−ci
b

имеем, что h = (800; 750; 800; 700).
При полной информированности агентов статичное равновесие Нэша

q∗ является решением системы линейных алгебраических уравнений вида
qi +Q = hi (i = 1, 4). Имеем, что q∗i = hi− 1

5

∑4
j=1 hj и q

∗ = (190; 140; 190; 90).

131



Фрагмент динамики при n = 4

Такты Невязки действий агентов Параметры шагов
t ε1 ε2 ε3 ε4 γ1 γ2 γ3 γ4

∑
εj γ̃ ¯̃γ+ ¯̃γ−

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
0 −60,0 −110,0 90,0 −110,0 −190,0

1 −10,0 −65,0 105,0 −72,5 0,40 0,30 0,30 0,25 −42,5 0,31 0,31
2 0,5 −48,9 95,6 −61,0 0,40 0,30 0,30 0,20 −13,8 0,27 0,29
3 3,2 −39,5 62,9 −51,7 0,40 0,30 0,80 0,25 −25,1 −0,33 0,08
4 7,5 −29,8 57,2 −42,1 0,40 0,30 0,30 0, 25 −7,1 0,29 0,13
5 7,5 −22,4 39,7 −35,9 0,40 0,40 0,70 0, 25 −11,2 −0,23 0,06
6 8,2 −15,7 35,4 −30,0 0,40 0,40 0,30 0, 25 −2,1 0,32 0,11
7 6,1 −13,0 30,4 −26,0 0,70 0,30 0,30 0, 25 −2,5 −0,08 0,08
8 5,4 −9,9 26,2 −22,4 0,40 0,40 0,30 0, 25 −0,7 0,28 0,10
9 5,1 −8,3 22,4 −19,5 0,10 0,30 0,30 0, 25 −0,3 0,24 0,12
10 4,7 −7,0 19,1 −17,1 0,20 0,30 0,30 0,25 −0,3 −0,03 0,10
11 3,4 −3,3 14,4 −10,1 0,60 1,00 0,50 0,80 4,3 5,61 5,61
12 −0,5 −3,8 5,0 −7,2 1,00 1,00 1,00 1,00 −6,5 1,00 3,31
13 3,0 1,3 5,4 −0,4 1,00 1,00 0,50 1,00 9,3 0,98 2,53
14 −3,2 −4,0 −2,0 −4,9 1,00 1,00 1,00 1,00 −14,0 1,00 2,15
15 5,4 5,0 6,0 4,6 1,00 1,00 1,00 1,00 21,0 1,00 1,92
16 −7,8 −8,0 −7,5 −8,2 1,00 1,00 1,00 1,00 −31,5 1,00 1,77
17 11,9 11,8 12,0 11,7 1,00 1,00 1,00 1,00 47,3 1,00 1,66
18 −17,7 −17,8 −17,6 −17,8 1,00 1,00 1,00 1,00 −71,0 1,00 1,57
19 26,6 26,6 26,7 26,6 1,00 1,00 1,00 1,00 106,5 1,00 1,51
20 −39,9 −6,7 −26,6 −39,9 1,00 0,50 0,80 1,00 −113,1 0,82 1,44
21 36,6 23,3 8,3 36,6 1,00 0,50 0,50 1,00 104,8 0,77 0,77
22 −34,1 −8,7 −19,9 −34,1 1,00 0,50 0,50 1,00 −96,9 0,77 0,77
23 31,4 17,7 9,3 31,4 1,00 0,50 0,50 1,00 89,7 0,77 0,77
24 −11,0 −9,2 −15,5 −29,2 0,70 0,50 0,50 1,00 −64,8 0,69 0,75
25 26,9 9,3 4,6 −5,7 1,00 0,50 0,50 0,50 35,2 0,62 0,72
26 −4,1 −1,8 −5,3 −20,4 1,00 0,50 0,50 1,00 −31,7 0,76 0,73
27 13,8 6,6 3,9 5,6 1,00 0,50 0,50 1,00 29,9 0,78 0,74
28 5,0 −2,5 −4,5 −12,1 0,40 0,50 0,50 1,00 −14,2 0,59 0,72
29 9,6 1,6 0,1 1,0 1,00 0,50 0,50 1,00 12,4 0,75 0,72
30 −1,4 −1,9 −3,0 −5,7 1,00 0,50 0,50 1,00 −12,0 0,79 0,73

Примечание: обозначения показателей в шапке таблицы даны без индекса «t»,
предполагая под этим индексом номер такта (периода, итерации).

Переход к модели (8) осуществляется, используя формулу расчета невязок
εti = q∗i − qti . Имеем ε0 = (−60;−110; 90;−110).

По текущим значениям невязок εti (столбцы 2–5 таблицы) и текущим зна-
чениям параметров γti (столбцы 6–9 таблицы), по формулам (8) и (11) по каж-
дому такту (столбец 1) приведены расчеты средних арифметических взве-
шенных γ̃t наборов параметров {γtj} (столбец 11).
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Рис. 1. Динамика невязок действий отдельных агентов.
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Рис. 2. Динамика суммарных невязок.

Сходимость процесса зависит от того, какие шаги γ выбирают агенты.
Известно, что если агенты делают максимальные (равные единице) шаги γ,
то процесс сходится только при n = 2. При n = 4 процесс расходится, если все
агенты делают шаги, превышающие 0,8. В общем случае при n = 4 вопрос
о сходимости остается открытым, если агенты действуют разнонаправлено:
одни выбирают шаги больше 0,8, другие меньше.

Для большей наглядности введенных авторами статьи условий, как сред-
ства для индикации сходимости процесса, выделено три промежутка по де-
сять тактов в каждом. В первых десяти тактах агенты намеренно делают
небольшие шаги, чтобы гарантировать сходимость. В следующих десяти так-
тах делают большие шаги, чтобы показать расходимость процесса. В заклю-
чительные десять тактов процесс опять сделан сходящимся за счет того, что
не все агенты делают большие шаги.

Рассмотрим подробнее динамику процесса. В каждом из первых деся-
ти тактов динамики средние взвешенные γ̃t не превосходят 2/(1 + n) = 0,4

(есть и два отрицательных значения), а агрегированная оценка ¯̃γτ+ (их среднее
арифметическое за t тактов – см. столбец 12) находится в диапазоне (0; 0,4).
Поэтому имеет место тенденция к уменьшению суммарных невязок по абсо-
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лютной величине: было ε0 = (−60;−110; 90;−110) и
∣∣∣∑4

j=1 ε
0
j

∣∣∣ = 190, стало в

десятом такте ε10 = (4,7;−7,0; 19,1;−17,1) и
∣∣∣∑4

j=1 ε
10
j

∣∣∣ = 0,3.

Следующие десять тактов (с одиннадцатого по двадцатый) γ̃t и агреги-
рованная оценка динамики ¯̃γτ− (столбец 13) превосходят 4/(1 + n) = 0,8 что
обуславливает тенденцию к увеличению по абсолютной величине суммарных
невязок. Стало ε20 = (−39,9;−6,7;−26,6;−39,9) и

∣∣∣∑4
j=1 ε

20
j

∣∣∣ = 113,1.

С двадцать первого по тридцатый такты средние арифметические взве-
шенные γ̃t и их среднее арифметическое ¯̃γτ− находятся в диапазоне (0,4; 0,8),
что означает выполнение условий сходимости по утверждению 3 и его след-
ствию 1 при t0 = 21, и обуславливает тенденцию к уменьшению суммарных
невязок. Действительно, стало ε30 = (−1,4;−1,9;−3,0;−5,7) и

∣∣∣∑4
j=1 ε

30
j

∣∣∣ =
= 12,0.

Имеем также ¯̃γ30 = 1
30

∑30
t=1 γ̃

t = 0,76. По данным таблицы динамика дви-
жется к теоретическому статичному равновесия Нэша.

На рис. 1 и рис. 2 наглядно видна «синхронизация» динамик частных и
суммарных издержек. Очевидно, если сходятся невязки каждого из агентов,
то сходятся их суммарные невязки. Но из утверждения 2 следует и обратное:
из сходимости к нулю суммарных невязок следует сходимость к нулю невязок
каждого из агентов.

4. Заключение

Особенность и новизна проведенного здесь исследования проблемы вы-
явления условий сходимости к равновесию моделей коллективного поведе-
ния состоит в следующем. Традиционно, такие условия формулируются в
виде диапазонов на значения параметров γ для каждого из агентов в каж-
дом периоде: если каждый агент в каждом периоде выбирает свой параметр
в таком диапазоне, то динамика гарантированно сходится. Здесь же усло-
вия сходимости формулируются по совокупности периодов (т.е. за временной
промежуток) в виде диапазона на среднее арифметическое значение пара-
метров, которые представляют собой средние арифметические взвешенные
набора {γtj}j∈N по каждому периоду t входящим в совокупность. Если сред-
нее по совокупности периодов входит в диапазон, то динамика каждого из
агентов приближается к положению равновесия. Если при этом совокупность
периодов неограниченна, то динамика каждого из агентов гарантированно
сходится к равновесию.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 1. Вначале отметим, что статиче-
ское равновесие Нэша в модели (9) существует, единственно и ε∗i = 0 ∀i ∈ N.

Справедливость утверждения 1 следует из того факта, что один процесс
получается из другого преобразованием на основе невязок в качестве замены
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переменных. Поэтому из сходимости процесса (5)–(6) сходимость (8) следует
непосредственно.

Покажем также, основываясь на методе математической индукции, что из
сходимости процесса (8) следует сходимость процесса (5)–(6).

Пусть ε0 – вектор начальных условий процесса (8), при которых он сходит-
ся. Определим вектор начальных условий процесса (5)–(6) как q0 = q∗ − ε0.
Рассчитаем ε1 по (8). С учетом hi = Q∗ + q∗i и (6) покажем, что q1 = q∗ − ε1.
Имеем:

q∗i − ε1i = q∗i − ε0i − γ1i

(
−
∑

j �=i ε
0
j

2
− ε0i

)
=

= q0i − γ1i

(
−
∑

j �=i(q
∗
j − q0j )

2
− (q∗i − q0i )

)
=

= q0i + γ1i

(
2q∗i +

∑
j �=i(q

∗
j − q0j )

2
− q0i

)
=

= q0i + γ1i

(
Q∗ + q∗i −

∑
j �=i q

0
j

2
− q0i

)
=

= q0i + γ1i

(
hi −

∑
j �=i q

0
j

2
− q0i

)
= q0i + γ1i (xi(q

0
−i)− q0i ) = q1i .

Аналогично показывается, что из qt = q∗ − εt следует qt+1 = q∗ − εt+1, если
εt+1 рассчитывается по (8). Поэтому, если εt → 0, то qt → q∗.
Утверждение 1 доказано.
Доказательство утверждения 2. Пусть

∑
j∈N ε

t
j → 0. Тогда ∀δ > 0 ∃t′,

что при t > t′ будет выполняться
∣∣∣∑j∈N ε

t
j

∣∣∣ < δ.

Положим t = t′ + 1. Тогда по (8):

∣∣εt+1
i

∣∣ � (1− γt+1
i /2)

∣∣εti∣∣+ γt+1
i /2

∣∣∣∣∣∣
∑
j∈N

εtj

∣∣∣∣∣∣ <
< (1− γt+1

i /2)
∣∣εti∣∣+ δγt+1

i /2 < (1− γt+1
i /2)

∣∣εti∣∣+ δ.

Опять по (8), используя предыдущее неравенство, имеем:

∣∣εt+2
i

∣∣ � (1− γt+2
i /2)

∣∣εt+1
i

∣∣+ γt+2
i /2

∣∣∣∣∣∣
∑
j∈N

εt+1
j

∣∣∣∣∣∣ <
< (1− γt+2

i /2)
∣∣εt+1
i

∣∣+ δγt+2
i /2 <

< (1− γt+2
i /2)(1 − γt+1

i /2)
∣∣εti∣∣+ [

(1 − γt+2
i /2) + γt+2

i /2
]
δ <

< (1− γt+2
i /2)(1 − γt+1

i /2)
∣∣εti∣∣+ δ.
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Следуя методу математической индукции, предположим, что в некоторый
(t+m)-й период имеет место неравенство

∣∣εt+mi

∣∣ < ∣∣εti∣∣× m∏
l=1

(1− γt+li /2) + δ.

По (8) с учетом последнего неравенства:

∣∣εt+m+1
i

∣∣ � (1− γt+m+1
i /2)

∣∣εt+mi

∣∣+ γt+m+1
i /2

∣∣∣∣∣∣
∑
j∈N

εt+mj

∣∣∣∣∣∣ <
< (1− γt+m+1

i /2)
∣∣εt+mi

∣∣+ δγt+m+1
i /2 <

< (1− γt+m+1
i /2)

[∣∣εti∣∣× m∏
l=1

(1− γt+li /2) + δ

]
+ δγt+m+1

i =

=
∣∣εti∣∣× m+1∏

l=1

(1− γt+li /2) + δ.

То есть такое же неравенство имеет место и для (t+m+ 1)-го периода.
В полученных для каждого периода неравенствах первое слагаемое стре-

мится к нулю приm→ ∞ и γ �= 0, а число δ может быть сколь угодно малым,
что указывает на справедливость доказываемого утверждения.

Утверждение 2 доказано.
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